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INTEGRAÇÃO DE
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PELO M É TODO DAS
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Estuda-se a aplicação do método das cadeias discretas de Markov

ao cálculo das curvas da variação com tempo das concentrações

moleculares em sistemas cinéticos elementares, complexos e de

processos oscilatórios. A precisão do método é uma função

linear do tempo de cálculo.
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1 — INTRODUÇÃO

A integração analítica dos sistemas de equações diferen-

ciais que representam os mecanismos das reacções

químicas constitui um dos problemas fundamentais da

cinética química cuja resolução é, muitas vezes, um pro-

blema matemático insolúvel ou de solução complicada.

Daí o interesse dos métodos matemáticos [1,4] que per-

mitem obter a variação das concentrações moleculares

em função do tempo, sem recorrerem a um tal processo

de integração. No presente trabalho investiga-se a aplica-

ção do método das cadeias de Markov (MCM) ao estudo

da variação temporal das concentrações nas reacções

químicas. Este método revela-se particularmente útil

para reacções complexas onde é difícil, ou mesmo

impossível, obter soluções analíticas exactas, porque o

método não envolve a resolução de equações diferen-

ciais. A simplicidade e rapidez do MCM torna -o ainda re-

comendável sob um ponto de vista educacional [5, 61

2 — MÉTODO DAS CADE IAS DE MARKOV

A formulação matematica de um fenómeno físico pode

ser estabelecida num modelo determinístico ou num

modelo sstocástico ou probazI;lístico. Em cinética

química, nos modelos determinísticos, concentrações

das espécies moleculares são representadas por funções

reais e contínuas da variável tempo, obtidas por resolu-

ção de sistemas de equações diferenciais. Nos modelos

estocásticos as concentrações num certo instante t são

representadas por variáveis aleatórias, e a solução mate-

mática do sistema cinético consiste em determinar a

distribuição de probabilidades destas concentrações.

O método das cadeias discretas (no espaço e no tempo)

de Markov [7, 9] é um processo probabilístico onde a

probabilidade de ocorrência de um estado, E j , de um

sistema num certo instante n + 1, depende do estado do

sistemas E. no instante n imediatamente anterior, mas

não depende dos estados do sistema nos instantes

anteriores a n. As variáveis aleatórias de uma cadeia

de Markov não são, pois, variáveis independentes.

Contudo, a sua dependência extende-se unicamente ao

próprio período de tempo entre dois ensaios, isto é,

a uma unidade de tempo. Com este modelo matemático
é possível estudar o crescimento ou o declínio das espé-

cies moleculares numa reacção química em função de

uma coordenada temporal discreta, dado que, dependen-

do as concentrações de reagentes e produtos das constan-
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tes cinéticas e das concentrações iniciais, estas podem

ser fixadas arbitrariamente em qualquer instante e

aquelas podem ser expressas em termos de probabili-

dades de uma cadeia de Markov.

Consideremos um sistema de estados a 1 , a 2 , ... a m nos

instantes 0, 1, 2.... , n, ... . Se no instante n o sistema

se encontra no estado a i , no instante n + 1 o sistema pas-

sará para um outro estado possível de acordo com uma

distribuição de probabilidades P i .. Para uma reacção

química, P ij representa a probabilidade de transformação

da espécie a i em a. , enquanto P.. representa a probabili-

dade de a i não sofrer transformação. As probabilidades

de transição podem apresentar-se numa matriz esto-

cástica, isto é, numa matriz quadrada de valores não-

-negativos

a l 	a 2 	. . .	 a m

P 11	 P 12 ...
	 P 1m

P 21	 P 22 ' • '	 2m

(1)

Pml P m2 ' ' •	 P mm

onde a soma dos valores de cada linha é igual à unidade

E	 P ij =

j=1

Se o estado macroscópico de um sistema químico for

representado por uma matriz

[ [a 1 ]o [a2]o ... [a m 1 0
	 (2)

onde [a.] 0 é a concentração da espécie a i para t = 0,

então o estado do sistema após um primeiro ensaio, isto

é, após uma transição (unidade de tempo) obtém-se pelo

produto da matriz (2) pela matriz (1). 0 estado do sis-

tema para t = 2 é o produto da matriz de concentração

para t = 1 pela matriz de transição. Pela repetição deste

processo obtêm-se as concentrações dos diferentes com-

ponentes do sistema em sucessivos intervalos de tempo e,

por interpolação, poderão conhecer-se as concentrações

moleculares em qualquer instante. De um modo geral a

concentração de a i no instante t + 1 está relacionada

com as concentrações moleculares no instante t pela

expressão

kilt
 +1 = P 1 i [ a l ] t +P 2i [a 2 ] t +• • • +Pmi[am]t

Para uma reacção química as probabilidades de transição

podem ser relacionadas com as constantes cinéticas de

velocidade de reacção. Num processo cinético de 1 a

ordem, onde

[A] 
= [A]o e—klt

para uma unidade de tempo e com k 1 << 1, o desenvolvi-

mento em série da exponencial mostra ser

[A] = [Alo ( 1—k 1 )

A ]o— [A]=k 1

Estas equações mostram que k 1 pode representar a

probabilidade de decaimento da espécie molecular A,

durante uma unidade de tempo, e que 1—k 1 pode repre-

sentar a probabilidade de A não sofrer transformação

durante o mesmo intervalo de tempo. Esta relação pode

ser estendida a processos cinéticos elementares de ordem

superior, tendo em conta que, para intervalos de tempo

suficientemente pequenos, estes processos cinéticos po-

dem ser considerados como processos de 1 a ordem. Por

exemplo, para um processo elementar de 2 a ordem como

k
A+B _2 C

a constante cinética aparente de 1 a ordem para a trans-

formação de A é K 2 [B]. Assim a probabilidade de A

decair na unidade de tempo é k 2 [B] (k 2 [B] <<1l e a pro-

babilidade de A não sofrer reacção durante o mesmo

tempo é 1—k 2 [B]. Generalizando,

ij

P i
•
 =-kij 

II
I 	[M 1 ]y l

ij
P i j = 1 —E 

k ij 11[ M 1 ]yl

onde y l é um expoente igual a 0,1 ou 2 para processos

elementares de 1 a , 2a e 3 a ordem, respectivamente, e
iIl [M 1 ]Yi representa o produto das concentrações das

espécies moleculares envolvidas naqueles processos

cinéticos.

MCQUARIE [7] apresenta uma relação diferente entre

probabilidades e constantes cinéticas,

ij

k i • U [M 1 ]y l
P.. —

11

1 r E k i . 11 [M 1 ]y
1

1
1

(3)
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1—k 1 	k 1

0	 1
[ [A] o
	 0] x
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i

I

e	 (4)

1

ij
1 TE k ij I) [M 1 ]yl

]tI

Se bem que formalmente diferentes estas relações redu-

zem-se às anteriores com k [M]7 « 1. As relações

representadas pela eq. (3) têm, todavia, a vantagem de

conduzir a cálculos mais simples do que as relações de

probabilidades da eq. (4).

Convém ainda referir que as probabilidades indicadas

na matriz de transição pressupõem uma conversão de

molécula a molécula. Contudo, quando uma tal transfor-

mação se não verifique, mas, por exemplo, duas molé-

culas dêem lugar a uma só molécula, ou uma molécula

seja obtida a partir de várias moléculas, as probabili-

dades de transição têm de ser multiplicadas pelos coefi-

cientes estequiométricos apropriados. Neste caso, na ma-

triz de transição, a soma das probabilidades de algumas

linhas já não é igual à unidade.

Ao relacionarem-se probabilidades de transição e cons-

tantes cinéticas, as unidades destas constantes vão deter-

minar a escala de tempo, isto é, a duração de cada

transição. Da( o não indicarmos as unidades de tempo

das constantes k nos exemplos e aplicações que a seguir

se apresentam.

3 — APLICAÇÕES

3.1 — REACÇÕES DE 1 a ORDEM

Antes de aplicarmos o MCM ao estudo de reacções ciné-

ticas complexas há que verificar a sua validade para sis-

temas cinéticos simples e, em particular, para os proces-

sos cinéticos elementares. Para um processo elementar de

1 a ordem

A	 k 1  ^B

a matriz de transição pode ser representada por  

1 —k 1 k 1  

0

A matriz de concentração no instante inicial para um
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reagente puro é

[ [A] o 0 ]

onde [A] o é a concentração inicial do reagente. As

concentrações do reagente e do produto, após a pri-

meira transição, são dadas pelo produto da matriz de

concentração pela matriz de transição,

= [(1—k1) [A]o k 1 [A]o ]

O produto da matriz de concentrações para t=1 pela ma-

triz de transição permite determinar as concentrações de

A e B no instante t=2. E por multiplicações sucessivas

obtêm-se as concentrações de A e B para os instantes

1.5

1.0

C

0.5

o
t

Fig. 1

A B Logaritmo de [A] em função do tempo (número de tran-

sições); [A]o = 1, k l = 0,02

subsequentes. A fig. 1 mostra que a variação de [A] com

o tempo segue a lei geral dos processos de 1 a ordem. O

erro no cálculo de A e de k 1 depende dos valores da

constante cinética, e consequentemente, para um dado

valor de k, depende da unidade de tempo escolhida

(Tabela I), Como, em geral, um erro de 10 °/ a 60 % de

reacção é aceitável para um estudo cinético, podem ser

utilizados valores de constantes k < 0,2. Uma precisão

superior pode obter-se por média das computações,

utilizando as probabilidades de transição das eq . (3) e

(4), porque enquanto uma das probabilidades leva a um

erro por excesso, a outra apresenta um erro por defeito.

Para qualquer das equações de probabilidades verifica-se
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uma relação linear entre o erro e o valor de k (k <0,2)

e, consequentemente, uma relação inversa entre o erro

e o tempo de cálculo. Assim, o MCM permite obter facil-

mente precisões muito superiores a 90 0/0 , podendo con-

seguir-se erros da ordem de 1 °/ dentro de um tempo

de computação razoável.

Tabela I

Erros do MCM para uma reacção de l a ordem

Erro °/

1 - k 1 	(1 +k 1 ) -1 média

0,002 0,1 0,1 1,5	 x	 10 -4

0,02 1,0 1,0 0,01

0,05 2,6 2,4 0,08

0,1 5,4 4,6 0,3

0,2 11,6 8,8 1,3

0,3 19,0 12,5 2,8

3.2 - REACÇÕES REVERSÍVEIS DE la ORDEM

Para uma reacção reversível do tipo

k 1

A	 ^ B

k2

a matriz de transição é

[Alt+1 = [AJ t (1-k 1 ) +[BJ t k2

[BJt ^1 -= 	k1 +[BJ t (1-k2 )

A fig. 2 apresenta as concentrações de A e B em função

do tempo até se atingir o equilíbrio, onde

[Al t , fil = [Alt,	 e	 [B] t • +1 = [B]t,

Para valores de k 1 = 0,1 e k2 = 0,05 a constante de

equilíbrio é calculada com um erro de cerca de 7 %.

i 

0	 10	 20

Fig. 2

A F B Concentrações em função do tempo:... MCM,	 cur-

vas teóricas; k 1 = 0,1 e k2 =0,05

Para uma cadeia de Markov de matriz de transição esta-

cionária P, isto é, uma matriz cujas probabilidades P.. são

independentes do tempo, o cálculo das populações de

equilíbrio pode ser simplificado pela determinação da

matriz de transição de ordem n, atendendo que

Pp+g =PpP q

onde p e q são números inteiros. Uma vez conhecido o

valor da matriz de transição de ordem n o produto da

matriz de concentrações pela matriz p n dá as concentra-

ções moleculares ao fim de n transições.

3.3 - REACÇÕES DE 2a ORDEM

Para um processo de 2a ordem do tipo

k2
A +A 	 ^B

a matriz de transição é

1-k2 [A]	 2 k 2 [Al

0

A probabilidade de transformação de A em B aparece

multiplicada por 1/2 dado que, pela estequeometria da

reacção, 2 moléculas de A se transformam numa única

molécula de B. A forma desta matriz mostra que as pro-

babilidades de transição variam com o tempo, através da

concentração de A. Os valores calculados para [Al veri-

ficam a equação teórica com um erro de 7 /°, para

k2 [A]0 = 0,1. Para as probabilidades de transição da

eq. (4), cuja matriz de transição  é

1 -k}	 k1

k 2 	 1-k2

e
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r 	
1 + k2 [A ]

1	

k2 [A]

2	 1 +k2 [A]

0	 1

A

B

k2 [B]

1 + k2 [B]

1

••
•

•

•
•

•

i	 ,	 I

4

2

0
	

10 	 20
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feridos conduz a uma precisão superior (erro 0,5 Z).

Se todos os componentes forem estimados pelo MCM, o

resultado final apresentado na fig. 3 está afectado de um

erro (13 04) da mesma ordem de grandeza do erro obtido

com as probabilidades da eq. (3).

i
^

o MCM conduz ao resultado correcto da variação das

concentrações com o tempo, independentemente do va-

lor de k 2 e de [A].

Num processo de 2 a ordem do tipo

1(
A B 	 2 	C

as concentrações dos reagentes calculadas através da ma-

triz de transição

A 1—k2 [B] 0 Z K2 [ B ]

B 0 1—k2 [A] 2 a á [A]

C 0 0 1

obedecem à equação

([Alo — [B] o ) -1 In ([A] [B]o / [A]o [B])= K 2 t	 (5)

com um erro de 11 °/, para [A] = 1, [B] o = 2 e

k 2 = 0,1. Com esta matriz de transição as concentra-

ções dos reagentes obedecem às equações de balanço

de massas, o que se não verifica para as probabilidades

de transição definidas na eq. (4). Neste caso, as concen-

trações dos reagentes e produtos podem ser calculadas

por diferentes processos, conduzindo cada um deles a

resultados ligeiramente diferentes. Assim, por exemplo,

para a matriz de transição

[A] e [C] são calculados da maneira habitual, mas [B] é
calculada através do balanço de massas

[B] t = [B] o — (IA] o — [A] t )

Com os dados anteriormente apresentados a inclinação

da eq. (5) é calculada com um erro de 5 04; obteve-se

precisão idêntica para o cálculo de B e C através do MCM.

A média das [A] e [B] estimada pelos dois processos re-

Rev. Port, Quím., 20, 125 (1978)

2

Fig. 3

2A -±B (•) Variações de [A]-1 em função do tempo; [A] = 1,
0

k 2 =0,1.

A +8 C (o) Estudo da eq. 15) em função do tempo; [A]o = 1,
[1310 = 2, k2 =0,1.

3.3.1. — EFEITO DO VOLUME

Até agora apenas considerámos reacções onde o volume

do sistema se mantêm constante. Todavia, muitas reac-

ções em fase gasosa processam-se a pressão constante o

que leva, muitas vezes, a uma variação do volume do

sistema. Para um processo elementar da 1 a ordem este

"efeito volume" não altera as probabilidades de transi-

ção moleculares, mas apenas as concentrações, podendo

aplicar-se o MCM à variação com o tempo do número de

moléculas, N, sem necessidade de se ter em conta o volu-

me do sistema. Contudo, para uma reacção de ordem

superior as probabilidades de transição são afectadas

pelas variações do volume, sendo por isso mais con-

veniente exprimir as concentrações em função do núme-

ro de moléculas dos componentes do sistema. Por exem-

plo, para uma substância A que se decompõe em B, na

presença de uma substância inerte M,

N A (NA + N M )
0

Vo (N A rt N B + N M )

onde Vo é o volume inicial do sistema. As probabilidades

de transição para uma reacção de 2 a ordem do reagente

A podem ser expressas em forma matricial por

•
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	NA (NA + N M )	 N A (NA + N M )

1_ K2	
o	

t K 2	
0 

	Vo (N A + N B + N M )	 2	 V o (N A + N B + N M )

^

que leva às seguintes equações de recorrência para a

variação com o tempo do número de moléculas de A e B,

N A 
t 

(NA
 o 

+ N M )

	

N
At+I

= N At (1 -k2 Vo (N A 
+ N B 	N) )

t	 t

3.4. - REACÇÕES DE 3a ORDEM

Se bem que mais raros do que os processos elementares

de 1 a e 2a ordem, consideraremos também ss processos

elementares de 3 a ordem mais importantes

3A
k3 

k3
2A + B 	

A fig. 5 apresenta os gráficos das funções

11

	

N2 (N
(N Ao .t- NM)
	

i	 r

N	 -rr N
	Bt -f I 2 V o (N A t N B +N M )	 Bt

t	 t

A integração das equações diferenciais para uma reacção

de 2a ordem com variação de volume [10] medida pela

fracção, e, da variação entre o instante inicial e a decom-

posição total do reagente,

N A - N A 	NA
(1 €)	 o- 	  e 1 n 	  - k2 [A]o t	 (6)

N A	 N Ao 	0 ,

	I 	 l 
permite verificar o acordo entre a teoria e os resultados 	4 

a	
8

Fig. 5

3A - B (•) Variação de [A] -2 em função do tempo; [A] = 1,
0

k3 = 0,2; erro 5 Z.

2A +B -+C (o) Estudo da eq. (6) em função do tempo; [Ajo =

= 1,25, [B]o = 0,5, k 3 = 0,2; erro 4Z.

IA] -2
 - ]AI-2-  K 3 t

e
O

obtidos pelo MCM. A eq. (6) para N A = 2, Vo = 2,

N M = O e k 2 = 0,1 é verificada com úm erro de 7

(fig. 4).

1.0

? 0.5 !ALI _(A1O1
 	 --- 

1
 	  In 1Al lBlo k 

t

2 ( I A Io - 2 1B1) 0	 ([Alo -21B1 0 ) 2 	IA10IBi	 3

que são seguidos com apreciável precisão pela concentra-

ção dos reagentes.

3. 5 - REACÇÕES CONCORRENTES

0	 5
t

Fig. 4

2A B (com variação de volume) Estudo da eq. (6) em função

do tempo; NA = 2, Vo = 2, k2 = 0,1
o

Uma vez verificada a aplicabilidade do MCM ao estudo

cinético dos processos elementares, vamos considerar

alguns casos de reacções complexas. Consideremos duas

reacções concorrentes de 1 a ordem

B - k1 	A 	k2 	— C

10
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A matriz de transição para este conjunto de reacções é

1—k 1 —k 2 	k 1
	 k2

0	 1	 0

0	 0	 1

que aplicada à decomposição de A reproduz bastante

2

4
t

Fig. 6

B rA -4 C (•) Variação dos Logaritmos de [A] e de

(1 — [B] t (k 1 +k2) /k 1 [A]o) em função do tempo; [AL = 1,

k l =  0,15, k2 = 0,075; erro 10Z

A -4 B e 2A -> C (0) Estudo da variação da eq. (7) em função dv

tempo; [A]o = 1, k 1 = 0,1, k2 = 0,15; erro 5Z.

bem (fig. 6) as equações teóricas da variação de [A] com

o tempo [10].0 mesmo se verifica para processos concor-

rentes de 1 a e 2 a ordem

A
	 k 1

A	
k1 	 D

k
A r  	2  ► C

pode ser também estudada com igual facilidade pelo

MCM e os resultados obtidos verificam a expressão dedu-

zida por integração analítica,

([A]o — [A]) — ([B] o — [B]) = (K 1 / K 2 ) In ([B]o / [B])

(8)

sendo a inclinação k 1 / k 2 estimada cerl um erro de

3 %	 (vide fig. 7).

Uma relação directa entre constantes cinét is .. p ohabi-

1 idades só é válida quando k[M]y<<1. Nalg.in, uásos, to-

0.4

o

m_
02

l o

0.1	 0.2
In ([B],/[B])

Fig. 7

A - D e A -1-E1 -4 C Estudo da variação de concentrações expre-

sa na eq. (8); [A]o = 1, [B]o = 1,25, k 1 = 0,1 e k2 = 0,05.   

2

2A 	 k2	 C

cuja equação integrada

In	
[A]o	 (k1 +k2 [A])	

k t
[A]	 (k1 +k2 [A]o )

é verificada pela [A].

A reacção mais complexa

Rev. Port. Quím. , 20, 125 (19781

davia, a aplicação estrita desta relação poderá tornar

algumas das constantes cinéticas extraordinariamente pe-

quenas e conduzir a cálculos bastante demorados, em

especial se realizados em pequenas máquinas de calcular.

( 7 )	 Por exemplo, para a reacção

A 	k
1
 — B

k
A ;- B 	2  .X

131



d ([A].[ X])
dt

-0.05 - 0.1

t

Fig. 9

A ->- B	 Concentrações em função do tempo:... MCM,

curvas teóricas; [Alo = 1, k 1 = 0,2, k2 = 0,05.

1.0

U

zo 0 , 5
U 

0
	

10
	

20

com k2 [B] / k > 103 , o MCM exige um tempo de cál-

culo manual apreciável se a escala de tempo for tal que

k 1 < 0,1. Se bem que nestas condições as equações ana-

líticas de velocidade de reacção possam ser facilmente

obtidas, dentro da aproximação do método do estado

estacionário, interessa verificar quais as possibilidades

de, no MCM, minimizar o tempo de cálculo. Um pro-

cesso de resolver este problema consiste em escolher

uma escala de tempo que dê um valor razoável para

k 1 , e.g., k 1 = 0,1. A primeira reacção é estudada

pelo MCM

[Alt +1 = [Al t (1 - k 1 )

[ B ]t T 1 = k 1 [A] .r[B]t

sendo k2 [ Bit r 1 ' k 1 , a segunda reacção é um proces-

so rápido e todas as moléculas B podem ser consideradas

convertidas em X durante a unidade de tempo escolhida.

Dentro desta aproximação

[X] t +1 = [B]t 1
	

[X]t

[Bi t =0 e a concentração real de A é

SEBASTIÃO J. FORMOSINHO, MARIA DA GRAÇA M. MIGUEL

U

ó 0.5
U

Fig. 8

A - B e A +8	 Variação das concentrações (S) em função do

tempo e 
dd

 ([A] +[X]) em função de [A] (0); [A 	 1, k 1 =

= 0,11,k2 >100.

[Alt  1 = [A] 't +1 — [B] t t 1

concentração que será utilizada na matriz de concentra-

ções. A fig. 8 apresenta as concentrações obtidas pelõ

processo descrito e o acordo entre a teoria e os resulta-

dos obtidos pelo MCM pode ser avaliado através da

equação

d [A] 	d [X] - k 1dt	 dt	 1

que é verificada com uma inclinação menor que o valor

arbitrado em cerca de 18 Z.

3.6 REACÇÕES CONSECUTIVAS

A fig. 9 compara os resultados obtidos pelo MCM e as

curvas teóricas de concentração-tempo para uma reacção

de processos consecutivos de 1 a ordem

k t
A 	  B

k2
C	 3.7 - REACÇÕES CONSECUTIVAS-CONCORREN-

TES 

O acordo é bastante bom para [A] e [B]; para [C] há um

desvio que só é significativo no início da reacção.	 A reacção
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k
l 1 ^C1 E

i
1

f
	 10

i
^

i se bem que simples no seu mecanismo, conduz a equa-

ções diferenciais que só foram resolvidas, sem aproxi-

mações, nalguns casos especiais [10]. Para [A] o = 2 [B]o

e k l / k2 
=2 demonstra-se que

[A]0 1 — [A] - 1 = — k 2 t

[B] o [B] -1 = (1 + k 2 [A] o t) -2

[C] = [A] o k2 t (1 + k 2 [A] o t) -2

A C 
k2
	 -- D +E 

U

o 0.5
U

o
a matriz de transição para esta reacção é

- K 2 181_ K 2 ICI K 1 1 8 1 / 2 K21C1 /2 1K1 18) K 2 1C11/ Fig. 10

0 1 - K 1 1A1 K 1 I A 1 / 2 0 K1 IAI2 A +8 : C +E e A +C	 D +E Concentrações em função do

1 -K 2 [Ai

o

K21Al /2 K21A1 /2

0

tempo:... MCM, ____Curvas teóricas; [A]o = 1, k 1 = 0,2,

k 2 = 0, 05.

o
i

que, multiplicada pela matriz de concentração, conduz

às seguintes fórmulas de recorrência para o cálculo das

concentrações moleculares:

[A] t +1 = [A]t (1 — k 1 [B] t — k 2 [C] t )

[ B ]t -. 1 
=- 	(1 — k 1 [A] t )

[C] t +1 =- 	 [B] t + [C] t (1 — k 2 [A] t )

[ D ]t r 1 = k 2 [A lt [C] t + [D] t

[E ]t +1 = k 1 [A] t [B]t + k2 [A] t [C]t + [E] t

O acordo com as equações teóricas é excelente (fig. 10)

com erros de 0,5 / para [A], 2 % para [B] e 3 0/ para

[C], ao fim de 50 / de reacção do componente B.

Quando um produto está em equilíbrio com um dos

reagentes, como na reacção

A+B 	k 1 	 C+D

K 2

A + C
	^ Q

k3

a resolução analítica do correspondente sistema de equa-

ções diferenciais é um problema bastante complicado

[ 1 1 ]. Todavia, esta reacção não apresenta dificuldades

adicionais quando estudada pelo MCM. A fig. 11 apre-

senta as concentrações dos diferentes componentes, em

função do tempo de reacção, calculadas através das se-

guintes equações:

[Alt + 1 = [Al t (1 — k 1 [B] t — k2 [C] t) + k3 [Q] t

[B it +1 = [B]t (1 — k1 [A]t)

[C] t + 1 = k l [Al t [B] t + [C] t (1 — k 2 [A]t) + k3 [Q] t

[D] t +1 = k1 [A] t [B] t +[D] t

[Q ]t +1 = k2 [Al t [C] t + (1 — k3) [Q]t

3.8 — PIRRÓLISE DE UM HIDROCARBONETO

A pirrólise do neopentano segue, em certas condições,

o seguinte mecanismo [2],
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onde U é a velocidade de fluxo. Rearranjando a expres-

são anterior obtém-se

d [A] _ 	k1
dV 	U

[A]

6EBASTIÃO J. FORMOSINHO, MARIA DA GRAÇA M. MIGUEL

U

ó 0.5
c^

Fig. 11

A +B —4 C +D e C +Ar-? Q Concentrações em iurção do tempo;

[A]o = [B]o = 1, k 1 =0,1,k2 =0,01, k3 =0,03

k l 1 	B + C

k
A+B 	2 	D  

k
A + B 	3	 F FE

E	
k4 

—► B 1- G

Porque, em geral, não é possível obter uma solução ana-

lítica exacta para este tipo de mecanismos, o seu estudo

cinético baseia-se na aproximação do método do estado

estacionário. Todavia, quando os diferentes processos

cinéticos têm constantes da mesma ordem de grandeza

esta aproximação não é válida. O MCM permite, contu-

do, estudar cineticamente este tipo de mecanismos, co-

mo se ilustra na fig. 12.

3.9. — SISTEMAS DE FLUXO

Numa reacção de 1 a ordem num sistema aberto, as con-

dições de estacionariedade em qualquer volume elemen-

tar, dV, do reactor e na ausência de processos significa-

tivos de difusão, conduz à relação

U d[A] 1- k 1 [A] dV = 0,

8
t

Fig. 12

Pirrblise de um hidrocarboneto; [A] o = 1, k 1 = 0,05, k2 =

=k3 = k4 =0 ,2

Para este sistema também o MCM pode ser aplicado ao

estudo da variação da concentração do reagente em fun-

ção das coordenadas do reactor,

k

[A] V +1 — [A] V (1  1
U

sendo (k 1 / U) < 0,2 para um erro < 10 O/. De modo

idêntico se obtêm as equações para uma reacção de

2 a ordem com dois reagentes,

k
[A]v + 1 = [A]v (1 —  u [a]v)

[B] V +1 — [B] V (1 — k? [A]V )
U

3.10 — REACÇÕES OSCILATÓRIAS

Uma das vantagens do MCM sobre outros métodos

estocásticos de integração de equações complexas é a

ausência de flutuações de acaso nos estádios finais das

^

á 0,5
U

4
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reacções químicas [1, 2]. Daí o poder-se aplicar o

MCM ao estudo cinético de reacções oscilatórias.

O primeiro modelo para um mecanismo cinético de reac-

ções oscilatórias foi proposto por LOTKA 112],

1.5

H
A

1.0

A + X 	 k1	 2X	 ó
U

k 2
X

0.5

onde A é fornecido ao sistema a uma velocidade cons-

tante H. As concentrações moleculares calculadas pelo

MCM são dadas pelas seguintes expressões

0 40 80

[A]t; 
1 = H + [Al t (1 — k 1 [X] t )

[X] t + 1 = k 1 [Al t [X] t +[X] t (1 — k2 )

Os parâmetros que afectam a ocorrência de oscilações

num sistema homogéneo são as concentrações dos rea-

gentes e produtos e as constantes cinéticas dos vários

processos elementares. Para o mecanismo em questão

o sistema apresenta oscilações amortecidas quando

(H / K 2 ) < 4 (K 2 / K 1 ), o que é ilustrado pelas figs. 13_
e 14.

Em sistemas homogéneos LOTKA [131 mostrou que

também são possíveis reacções oscilatórias de amplitude

constante. O mecanismo mais simples para este tipo de

reacções é o seguinte

	A+X   2X
K l

K
2 2 	2Y

K3Y
onde [A] é constante. A matriz de transição para esta

reacção,

Fig. 13

Reacção oscilatória de Lotka 1: H = 0,1, [X]o = 0,1, k 1 = 0,25

e k2 = 0,2.

20
	

40
	

6 0

U
Z

C
U

1

t
1 — k2 [Y] + k 1 [A]

0

k2 [Y]

1 — k3 + k 2 [X]

Fig. 14

Condições da fig. 13 excepto para k2 = 0,05

X

Y

conduz às seguintes equações para as concentrações de

XeY

[X]8+1 — [ X ]t ( 1 — k 2 [Y] + k l [A])

[ Y ]t +1 =-- k2 [X] t [Y] t +[Y] t (1 — k3 + k 2 [X] t )

LOTKA [ 13] mostrou analiticamente que este sistema

oscila com um período T = 21r / k1 k3 [A]) e que as

amplitudes dependem das concentrações iniciais de X e

de Y.

Para reacções oscilatórias deste tipo o erro de computa-

ção tem de ser bastante inferior a 10 Z, porque a propa-
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gzção dos erros de transição para transição conduz a pe-

ouens diferenças nos períodos de oscilação (.. 10 %) de

X E Y, que levam a uma apreciável variação das amplitu-

des de vibração de ciclo para ciclo (20-30 % com Ik 1 —
= k. - 0,1 e k 2 = 0 , 15). Convém pois utilizar-se uma

= sca!a de tempo onde as constantes cinéticas tenham

uni valor acerca de 5-10 vezes inferior ao correntemente

X

0
	

600
	

1200
	

1800	 2400

Fig. 15

Reacção oscilatória de Lotka /1; [X]o = [Y]o =0,5, k 1 = k3 =

=0,01, k 2 =0,015.

utilizado. A fig. 15 apresenta o cálculo das concentra-

ções de X e Y para [A] = 1, k 1 ='k3 = 0,01 e k3 =

= 0,015; o período de oscilação é calculado por excesso

com um erro de 2 °/ e as amplitudes de vibração apresen-

tam uma variação inferior a 2,5 %, entre cada ciclo.

4 CONCLUSÕES

Mostrou-se que o Método das Cadeias de Markov é uma

técnica rápido e simples para a integração de sistemas

cinéticos e que a precisão obtida pode ser superior à

dos resultados experimentais. A aplicação desta técnica

a reacções cinéticas conduz a expressões de recorrên-

cia das concentrações em função do tempo e pode levar

ao estabelecimento de mecanismos de reacções e ao cál-

culo das constantes cinéticas, por comparação de dados

experimentais com os resultados teóricos. O MCM pode

ainda ser utilizado na construção de famílias de curvas

de concentração-tempo para um dado mecanismo de

reacção, curvas estas que permitem a determinação

de constantes cinéticas [14].

Pela generalidade que revela o MCM compara-se favora-

velmente com os processos de integração numérica de

equações cinéticas [15] onde cada mecanismo requer

um tratamento matemático próprio, variando a precisão

de caso para caso. A utilização de circuitos eléctricos,

como modelos analógicos de mecanismos de reacção,

é um método bastante utilizado [3, 4] na integração de

equações cinéticas devido à rapidez destas técnicas, mas

a precisão obtida é inferior à dos processos digitais e

não tem a generalidade do MCM. A comparação entre

o MCM e o método de Monte Carlo é ainda favorável

ao primeiro porque, além de não apresentar oscilações

estatísticas, a sua precisão é uma função linear do tempo

de cálculo e não exige um aumento de capacidade de

memória do computador. Pelo contrário, a precisão do

método de Monte Carlo depende do número de molé-

culas sobre o qual incide a estatística e daí que um

aumento de precisão exija um aumento de capacidade de

memória do computador. No método de Monte Carlo

a precisão de computação varia mais lentamente com o

tempo de cálculo (nas melhores condições varia com

'/) do que no MCM e para um dado mecanismo e idên-

tica precisão dos resultados, o MCM é uma técnica mais

rápida do que o método de Monte Carlo.
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ABSTRACT

A discrete Markov chain method is used for plotting the course

of elementary, complex and oscillatory chemical reactions.

The accuracy of the method is a linear function of the computa-

tion time.
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